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1. Einleitung 
In den verschiedensten Gebieten der Technik werden Kondensatoren benutzt um Energie kurzfristig 
zu speichern und um sie dann zeitverzögert wieder abzugeben. Die bekanntesten Einsatzmöglichkei-
ten sind Blindleistungskondensatoren bei induktiven Stromverbrauchern, Glättungskondensatoren in 
Netzteilen und Miniatur-Kondensatoren in mikroelektronischen Schaltsystemen moderner Hightech-
Geräte wie Handys, Kameras usw.  
Bei all diesen Anwendungen werden sog. CLR-Schwingkreise, bestehend aus einem Kondensator C, 
einer Induktivität L und einem Widerstand R eingesetzt. Hierfür müssen die Größenordnungen der 
einzelnen Bauteile exakt an den jeweiligen Verwendungszweck angepasst und aufeinander abge-
stimmt werden.  
Ziel dieser Arbeit ist es, zunächst die Grundlagen zur Berechnung des elektrodynamischen Entlade-
verhaltens solcher CLR-Schaltkreise darzustellen.  
Im zweiten Teil der Arbeit soll dann ein gemessenes Spannungsoszillogramm einer Hochenergie-
kondensatorpulsentladung mathematisch analysiert werden. Aufgrund der extrem hohen Pulsstrom-
stärken von mehreren kA war es jedoch nicht möglich den Stromverlauf dieses physikalischen 
Versuchs zu messen.  Der Sonderfall einer nichtlinearen Induktivität während der Kondensatorpuls-
entladung erschwerte die Anwendung der Differentialgleichung von CLR-Schwingkreisen zur Be-
rechnung des Stromverlaufs mit dem gemessenen Spannungsoszillogramm. Durch das Newton-
Interpolationsverfahren konnte die Funktion des Spannungsverlaufs  jedoch numerisch angenähert 
und daraus schließlich die Funktion des Stroms berechnet werden. 
 

2. Mathematische Beschreibung der gedämpften Schwingung 
eines CLR-Entladekreises 
2.1 Differentialgleichung des gedämpften CLR-Schwingkreises  

 
 
 
Ein CLR-Schwingkreis besteht aus einem Kondensator der Kapazität 
C, einer Induktivität L und einem Widerstand R. (Abb.1). 
Wird der Kondensator nun auf die  Spannung  U0 aufgeladen und 
anschließend der Schalter geschlossen, so kann man verschiedene 
Entladeverhalten beobachten.  
 
                                                          

Die Summer aller Teilspannungen innerhalb eines Entladungskreises ergibt immer Null (Maschen-
regel bzw. 2. Kirchhoffsches Gesetz). Für einen CLR-Schwingkreis gilt somit die Gleichung 

 
 
 

 ( ) ( ) ( ) 0L R CU t U t U t+ + = . (1.1) 

 
 
 

Für UC(t), UL(t) und UR(t) gelten folgende Zusammenhänge: 

 
 
 
 
 
 

( ) 1( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

C

L

R

Q tU t Q t
C C

d Q
d I d tU t L L L Q t
d t d t

d QU t R I R R Q t
d t

= =

= ⋅ = ⋅ = ⋅

= = ⋅ = ⋅

                                                 (1.2) 

 
 

Abb. 1: Schaltplan eines     
CLR- Entladekreises 
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Durch Substitution von UC(t), UL(t) und UR(t) erhält man die Differentialgleichung der gedämpften 
Schwingung: 
1 ( ) ( ) ( ) 0Q t L Q t R Q t
C

+ ⋅ + ⋅ =                                                                                (1.3)           

Dividiert man nun die Differentialgleichung auf beiden Seiten durch die Induktivität L, so erhält man 

(1 ) ( ) ( ) 0Q t Q t R
C

Q t
L L

⋅ + + ⋅ =                                                                                      (1.4) 

wobei für die Kreisfrequenz   21
L C

ω=  und die Dämpfung  2R
L

δ=  gilt.                        (1.5) 

 

2.2 Kondensatorladung als komplexe Funktion 
Die gespeicherte Ladung eines Kondensators im CLR-Schwingkreis lässt sich durch die Formel  
 
 0( ) z tQ t Q e ⋅= ⋅  (1.6) 
darstellen. z ist hierbei eine komplexe Zahl und lässt sich demnach durch x+jy 1 ersetzen: 
 
 ( )

0( ) x jy tQ t Q e + ⋅= ⋅  (1.7) 
 
Durch Differenzierung erhält man die Ableitung der gespeicherten Kondensatorladung zum Zeit-
punkt t, die identisch mit der Stromstärke ist:  
 ( )

0( ) ( )x jy tQ t Q e x jy+ ⋅′ = ⋅ ⋅ +  (1.8) 
 
Die 2.Ableitung erhält man durch erneute Differenzierung von Gl. (1.8). 

 ( ) ( ) 2
0 0( ) ( ( ) ( )x jy t x jy tQ t Q e x jy Q e x jy+ ⋅ + ⋅′′′ ⎡ ⎤= ⋅ ⋅ + = ⋅ ⋅ +⎣ ⎦  (1.9) 

 
Das Produkt 2( )x jy+ lässt sich nun ausmultiplizieren2: 
 ( ) 2 ( ) 2 2

0 0( ) ( ) ( 2 )x jy t x jy tQ t Q e x jy Q e x y jxy+ ⋅ + ⋅′′ = ⋅ ⋅ + = ⋅ ⋅ − +  (1.10) 
 
Durch Einsetzen von Gleichung (1.8) und (1.9) in Gleichung (1.3) erhält man 

2
0

2 ( ) ( ) 2 2 ( )
0 0 0 0

( ) ( ) 2 ( ) 0

( 2 ) 2 ( ) 0x jy t x jy t x jy t

Q t Q t Q t

Q e Q e x y jxy Q e x jy

ω δ

ω δ+ ⋅ + ⋅ + ⋅

+ + =

⋅ + ⋅ ⋅ − + + ⋅ ⋅ + =
 (1.11) 

 
Dividiert man die Gleichung nun auf beiden Seiten durch den Term ( )

0
x jy tQ e + ⋅⋅ , so ergibt sich 

 2 2 2
02 2 ( ) 0x y j x y x j yδ ω− + + ⋅ + + = . (1.12) 

Wenn man die komplexen Zahlen ausmultipliziert erhält man 

 
2 2 2

0

2 2 2
0

2 0

2

2 2

( 2 2 ) 0

x y x

x

j x y j y

j x yy x y

δ δ ω

ω δδ

− + + + + =

− ++ + + =
. (1.13) 

 
Die Gleichung lässt sich nun als komplexe Zahl veranschaulichen, deren Zeigerlänge, gleich Null ist. 
Damit dies der Fall ist, muss sowohl der reelle als auch der imaginäre Anteil Null ergeben. 

                                                 
1 In der Elektrotechnik bzw. Physik ist das Symbol j als imaginäre Einheit gebräuchlich. 
2 Für das Produkt zweier komplexer Zahlen gilt: 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1( ) ( )z z x x y y j x y x y⋅ = − + +  
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Es lassen ich somit zwei Gleichungen aufstellen: 

 

2 2 2
0) 2 0

) 2 2 0
2 2

a x y x
b x y y

x y y
x

δ ω
δ

δ
δ

− + + =

+ =
= −

⇒ = −

 (1.14) 

 

Durch Einsetzen des aus Gleichung (1.15b) errechneten x-Wertes in Gleichung (1.15a) ergibt sich 

 
2 2 2

0

2 2 2 2
0

( ) 2 ( ) 0

2 0

y

y

δ δ δ ω

δ δ ω

− − + ⋅ − + =

− + − + =
. (1.15) 

Durch Auflösen nach y erhält man 

 

2 2 2
0

2 2 2
0

2 2
0

0y

y

y

δ ω

ω δ

ω δ

− − + =

= −

= ± −

 (1.16) 

Setzt an nun in Gleichung (1.7) für 2 2
0x und yδ ω δ= − = ± −  ein, so ergibt sich die Gleichung 

 

2 2
0

2 2
0

( )
0

0

( )

( )

j t

S c h w i n g u n g
H ü l l k u r v e

j tt

A n f a n g s l a d u n g

Q t Q e

Q t Q e e

δ ω δ

ω δδ

− ± − ⋅

± − ⋅−

= ⋅

= ⋅
. (1.17) 

2.3 Unterschiedliche Entladeverhalten 
Je nach Stärke der Dämpfung δ unterscheidet man unterschiedliche Entladeverhalten eines Schwing-
kreises. 

2.3.1 Der Schwingfall 
Ist der ohmsche Widerstand eines CLR-Schwingkreises sehr niedrig, so 
ergibt sich durch den Zusammenhang zwischen ohmschen Widerstand 
und Induktivität nach der Formel 

2
R

L
δ =  eine geringe Dämpfung.  

 

Wenn 2 2
0δ ω<  wird der Radikant unter der Wurzel in G. (1.17) positiv. 

Der Spannungsverlauf wird in diesem Fall beschrieben. durch die Glei-
chung 

 
 
 
 

0( ) cos ( )t
CU t U e tδ ω ϕ−= ⋅ ⋅ +  .                                                          (1.18)                                                               

Wird der Kondensator nun auf die  Spannung  U0 aufgeladen und an-
schließend der Schalter geschlossen, so kann man eine gedämpfte 
Schwingung beobachten (Abb. 2).                                                      

2.3.2 Der aperiodische Grenzfall 
Der Fall 2 2

0δ ω=  wird als aperiodischer Grenzfall bezeichnet, da es hier 
zu keiner Schwingung mehr kommt. Die Entladefunktion besitzt in die-
sem Fall eine "Nullstelle" im Unendlichen (Abb. 3). 
 

2.3.3 Der Kriechfall 
Ist 2 2

0δ ω>  kommt es bei sehr großer Dämpfung weder zu einem "re-
versal voltage", noch zu einer Schwingung. Die Spannung "kriecht" 
asymptotisch zum Wert Null (Abb. 4). 

 

 Abb. 3: aperiodischer    
………...Grenzfall 

 

 Abb. 4: Kriechfall 

 Abb. 2: Schwingfall 
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3. Approximative Annäherung nicht linear exponentiell ge-
dämpfter CLR-Schwingkreise variabler Induktivität 

3.1 Problembeschreibung 
Im Rahmen eines Jugend forscht-Projekts (2006) wurde eine Versuchsapparatur (Schaltplan Abb. 5)  kon-
struiert, mit der man Metallbleche durch sehr starke, kurze, gepulste Magnetfelder verformen kann [1]. 

 
Abb. 5: Versuchsaufbau zur "Metallverformung durch Kurzpulsmagnetfelder" 

Mit einem speziell angefertigten Lichtwellenleitermesssystem war es möglich den (Hoch-)Spannungsverlauf 
der Pulsentladungen messen. Es zeigte sich, dass die gemessenen Spannungsoszillogramme nicht durch Gl.  
(1.8) beschreiben lassen. Grund hierfür ist die variable Spuleninduktivität. Diese hängt  nicht nur von den 
Windungszahlen, sondern auch von der Art der Gegeninduktivität, d.h. den physikalischen Eigenschaften des 
aufgelegten Metallblechs (Dicke, ohmschen Widerstand, magnetische Suszeptibilität, etc.) ab. Je nach Ab-
stand von der Spule ergibt sich eine mehr oder weniger starke Erniedrigung der Spuleninduktivität. Dieses 
physikalische Phänomen ist mit einem belastetem Transformator vergleichbar, dessen kurzgeschlossene Se-
kundärwicklung die primäre Gesamtinduktivität stark erniedrigt.  

Da sich das Blech während der Pulsentladungen durch die 
Werkzeugspule (Abb. 5) schlagartig von der Spule fort 
beschleunigt wird, ergibt sich zeitgleich eine Variation der 
Induktivität des CLR-Entladekreises (Abb. 6). Dies übt 
sich direkt auf die Dämpfung δ(t) und Kreisfrequenz ω(t) 
des Schwingkreises aus. Nähere Details zu den genauen 
physikalischen Vorgängen werden in [2] beschrieben. 
Zur Optimierung der Effizienz der Versuchsanordnung 
und zur Kalkulation der Lebenserartung der eingesetzten 
Pulskondensatoren ist es notwendig die Funktion des 
Spannungsverlaufs zu kennen. Ist diese bekannt, lässt sich 
hieraus die Funktion des Stromverlaufs herleiten (3.3). 
Aus dem Diagramm dieser Funktionen kann dann die  
max. Pulsstromstärke abgelesen werden.  
Im folgenden Teil der Arbeit soll zunächst die Funktion 
des Spannungsverlaufs interpoliert werden, um anschlie-
ßend die Funktion des Stromverlaufs zu berechnen. 
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Abb. 6: Induktivität einer Werkzeugspule in 
Abhängigkeit des Blechabstandes (vgl. Abb.  5)
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3.2 Annäherung zur Beschreibung eines gemessenen U-Oszillogramms 

3.2.1 Interpolation der Hüllkurve 

3.2.1.1 Dämpfungswerte zu den Zeitpunkten der Extrema 
Mit dem bereits in 3.1 erwähnten Lichtwellenleitermesssystem war es möglich Spannungsverläufe 
der Kondensatorpulsentladungen aufzuzeichnen.  

 

Abbildung 7 zeigt den Spannungsverlauf einer 
solchen Pulsentladung. Augrund der zahlrei-
chen Nullstellen und Maxima kann es sich 
nach den in 2.3 beschriebenen Kriterien der 
Entladeverhalten nur um eine gedämpfte 
Schwingung handeln. 
Versucht man eine Hüllkurve an die Extrema 
des Spannungsoszillogramms "anzulegen", so 
erkennt man jedoch, dass sich die Funktion 
des Graphen nicht direkt durch Gleichung 
(1.18) beschreiben lässt. Wie bereits in 3.1 
beschrieben, führt die sich ändernde Induktivi-
tät des CLR-Entladekreises zu einer Variation 
der Dämpfung δ(t) und Kreisfrequenz ω(t). 
 
 

 
Die Funktion des Spannungsverlaufs (Abb. 7)  lässt sich nun formulieren, indem man die Konstanten 
ω und δ in Gl. (1.18) durch die Funktionen ω(t) und δ(t) substituiert: 

 
 
 
 

 0
( ) ( )( ) cos

Hüllkurve

Anfangsspannun

tt

g

eU t U t tδ ω− ⋅= ⋅ ⋅  (1.19) 

 
Um die Funktion des Spannungsverlaufs möglichst genau anzunähern, ist es zweckmäßig zunächst 
die Funktion der Hüllkurve zu bestimmen Hierzu wurden folgende 6 Extrema E aus dem Oszil-
logramm abgelesen: 
 
 

 

    Extrema 
 

    Zeit (x-Werte) 
 

    Spannung (y-Werte) 
            E0      0 s               6000 V 
            E1 (negativ)     62 2 0 1 0 s−⋅               -2490 V 
            E2     64 2 0 1 0 s−⋅                2150 V 
            E3 (negativ)     66 2 0 1 0 s−⋅               -1270 V 
             E4     68 3 0 1 0 s−⋅                  980 V 
            E5 (negativ)  61 0 3 0 1 0 s−⋅                 -540 V 
            E6  61 2 4 0 1 0 s−⋅                  440 V 

Tabelle 1: Spannungswerte zu den Zeitpunkten der Extrema 

 

Abb. 7: gemessenes Spannungsoszillogramm 
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Die Funktion der Hüllkurve h(t) wird beschrieben durch  

 
 
 
 

 
0

0

( ) c o s

( )

A n f a n g s s p a n
t

n u n g

t

U t U t

h t U e

e δ

δ

ω

−

−= ⋅ ⋅

= ⋅

  (2.1) 

 
 
 
 
 

Da zu den Zeitpunkten der Extrema der Ausdruck cos tω  Eins ergibt, kann man diesen in Gleichung 
(2.1)  weglassen und erhält so h(t). Im Folgenden soll wie anfangs des Kapitels dargestellt mit zeit-
abhängigen Dämpfungswerten δ(t) gerechnet werden. Die Lage der Extrema der gesuchten Funktion 
U(t) lassen sich in Tabelle 1 ablesen. Zu diesen Zeitpunkten gilt folgender Zusammenhang: 
 

 

0 1 2 3

co s 1 (c o s )
. . . :

( ) 0 ; ( ) 2 2 0 ; ( ) 4 2 0 ; ( ) 6 2 0 ; .....

E x trem a E x trem at fü r t O
E s e rg eb e n s ic h m e h rere L ö su n g e n z B
t E t E s t E s t E s

ω ω

µ µ µ

′= =

= = = =

 (2.2) 

 
Die zeitabhängigen Dämpfungswerte ( )tδ  ergeben sich nun durch Umformung der Funktion h(t): 

 
 
 
 

 

( )

0

0

0

( )

( )( ) l n

( )l n
( )

t th t e
U

h tt t
U

h t
U

t
t

δ

δ

δ

− ⋅=

− ⋅ =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= −

 (2.3) 

 
Hieraus lassen sich nun die jeweiligen Dämpfungswerte zu den Zeitpunkten der Extrema 
berechnen: 

                 

0 1 6

2 36 6

4 56

6 0 0 0 2 4 9 0ln ln
6 0 0 0 6 0 0 0 3 9 9 7 , 6 2
0 2 2 0 1 0
2 1 5 0 1 2 7 0ln ln
6 0 0 0 6 0 0 02 4 4 3 , 5 5 2 5 0 4 , 4 2

4 2 0 1 0 6 2 0 1 0
9 8 0 5 4 0ln ln

6 0 0 0 6 0 0 02 1 8 3 , 0 8
8 3 0 1 0 1 0 3

E E

E E

E E

s
δ δ

δ δ

δ δ

−

− −

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= − = − − − − − − = − =

⋅
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= − = = − =

⋅ ⋅
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= − = = −

⋅ 6

6 6

2 3 3 7 , 8 1
0 1 0

4 4 0ln
6 0 0 0 2 1 0 7 , 0 5

1 2 4 0 1 0Eδ

−

−

=
⋅

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= − =

⋅

              (2.4)

                                       

 
 
Um die Zeit-Dämpfungsfunktion anzunähern musste ein geeignetes Interpolationsverfahren der nu-
merischen Mathematik gefunden werden. Interpolationsverfahren sind mathematische Methoden, 
mit denen die Koeffizienten bestimmter Funktionen gefunden werden können, die durch vorgegebe-
ne Punkte gehen. Die bekanntesten Interpolationsverfahren der numerischen Mathematik sind das 
sog. Spline-, Lagrange- und das Newtonverfahren.  
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Gesucht wurde nun eine interpolierte Polynomfunktion, welche die Dämpfung δ in Abhängigkeit 
von der Zeit t beschreibt und durch folgende Punkte geht: 

 
 
 
 

 

    Extrema 
 

    Zeit (x-Werte) 
 

    Dämfung (y-Werte) 
            E0      0 s  

               
 

                                                                                                                                                                   7000 (Schätzwert) 
            E1 (negativ)     62 2 0 1 0 s−⋅                3997,6 
            E2     64 2 0 1 0 s−⋅                2443,6 
            E3 (negativ)     66 2 0 1 0 s−⋅                2504,4 
             E4     68 3 0 1 0 s−⋅                2183,1 
            E5 (negativ)  61 0 3 0 1 0 s−⋅                2337,8 
            E6  61 2 4 0 1 0 s−⋅                2107,0 

Tabelle 2: Berechnete Dämpfungen zu den Zeitpunkten der Extrema  

Da es mathematisch nicht möglich ist aus den nach Tabelle 2 gegebenen Messwerten die Dämpfung 
δ(0s) zu berechnen, muss der Verlauf der Kurve im Intervall 60 ;220 10s s−⎡ ⎤⋅⎣ ⎦   quantitativ ge-
schätzt werden:  

 
                        

Zeit-Dämpfungsdiagramm 

0
500

1000
1500
2000
2500
3000
3500
4000
4500
5000
5500
6000
6500
7000

0 0,0001 0,0002 0,0003 0,0004 0,0005 0,0006 0,0007 0,0008 0,0009 0,001 0,0011 0,0012 0,0013 0,0014

Zeit (s)

E5E4E3E2

E1

E6δ(t)

E0

 
Abb. 8: Diagramm der gegebenen Dämpfungswerte; Die Datenpunkte wurden mit dem Computerprogramm 
Excel zu  einer Linie verbunden. Die Linie in Rosa wurde quantitativ so geschätzt [E0 bei (0s/7000)], dass sich 
zwischen den Extrema E0 und E2 ein konstantes Krümmungsverhalten ergibt. Dies hat den Vorteil, dass zu weni-
ger ausgeprägten "Schwingungen" zwischen den Stützstellen bei Newtoninterpolation (siehe 3.2.1.2) kommt.  

 

3.2.1.2 Annäherung der Zeit-Dämpfungsfunktion δ(t) durch Newton-Interpolation 

3.2.1.2.1 Die Newtonsche Interpolationsformel 
Mit der sog. "Newton-Darstellung" kann ein Interpolationspolynom vom Grad n≤  , dass durch 1n +  
Zahlenpaare 0 0( , )...( , )n nx y x y , deren ix  paarweise verschieden sind, gefunden werden. Die allge-
meine Form der Newtonschen Interpolationsformel ist 

 
1

0 0

( ) ( )
in

n i j
i j

p x c x x
−

= =

= −∑ ∏ .         (2.5) 
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Da das gesuchte Polynom durch 7 Zahlenpaare bzw. Datenpunkte gehen soll, handelt es sich um 
eine Polynomfunktion 6.Grades, die wie folgt ausformuliert werden kann: 

 

16

6
0 0

0

1 0

2 0 1

3 0 1 2

4 0 1 2 3

5 0 1 2 3 4

6 0 1 2 3 4 5

( ) ( )

( )
( )( )
( )( )( )
( )( )( )( )
( )( )( )( )( )
( )( )( )( )( )( )

i

i j
i j

p x c x x

c
c x x
c x x x x
c x x x x x x
c x x x x x x x x
c x x x x x x x x x x
c x x x x x x x x x x x x

−

= =

= − =

+ −
+ − −

+ − − −
+ − − − −
+ − − − − −
+ − − − − − −

∑ ∏

 (2.6) 

 
 

3.2.1.2.2 Das "Dreiecksschema" 
Die Leitkoeffizienten c0, c1, c2, c3, c4, c5, c6 lassen sich durch die sog. Newtonschen dividierten Diffe-
renzen berechnen. Für sie gilt die Formel 

                                             1, , 1
, ; 0i k i k

i k
k i

i k n
x x

γ γ
γ + −−

= ≤ < ≤
−

                                                (2.7) 
 
 
 
 
 
 

wobei                                   , ( ) ; 1,...,i i if x i nγ = =           ist.                                                     (2.8) 
 
 

Die erste dividierte Differenz 0,1γ  ist z.B. die Steigung der Geraden, die durch die beiden Punkte 

0 0,0 0( ; ( ))x f xγ =  und 1 1,1 1( ; ( ))x f xγ =  geht: 

 1,1 0,0
0,1

1 0x x
γ γ

γ
−

=
−

  (2.9) 
 
 
 

Durch den Zusammenhang              0, ; 1,...,i ic i nγ= =  (2.10) 
ist es möglich die einzelnen Leitkoeffizienten ic  mit den dividierten Differenzen zu berechnen und 
in Gleichung (2.6) einzusetzen.  
Da die Anzahl der zu berechnenden ,i k icγ =  gleich der Fakultät der Anzahl der Zahlenpaare ( , )n nx y  
ist [vgl. Gl. (2.11)], verwendet man am besten folgendes Steigung – oder Dreiecksschema um die 
Berechnungen der ic  übersichtlich darzustellen: 

0 0,0 0

1,1 0,0
0,1

1 0

1,2 0,1
1 1,1 1 0,2

2 0

2,2 1,1
1,2

2 1

2 2,2 1

( )

( )

( )

x f x

x x

x f x
x x

x x
x f x

γ

γ γ
γ

γ γ
γ γ

γ γ
γ

γ

=

−
=

−
−

= =
−

−
=

−
=

        (2.11) 

Die gesuchten Leitkoeffizienten 0 1, ,..., nc c c stehen in diesem Schema immer in der oberen Diagonale. 
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3.2.1.2.3 Ausführung des Dreieckschemas zum Erhalten der Leitkoeffizienten 
Das in  3.2.1.2.2 beschriebene Dreiecksschema lässt sich nun mit den in Tabelle 2 aufgelisteten Da-
tenpunkten durchführen. Die blauen Zahlen in der oberen Diagonale sind die gesuchten Leitkoeffi-
zienten.                                                                                                                                           (2.12) 
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3.2.1.2.4 Ausmultiplikation und Zusammenfassung der Zeit-Dämpfungsfunktion 
Die Formel der Hüllkurve h(t) lässt sich nun ausformulieren, indem man die Dämpfung δ durch die 
gefundene Polynomfunktion 6.Grades δ(t) substituiert: 
 

 

0

1

2

3

4

6

6

5

6

6 6 6

6 6 6 6

6 6
6

(t)

(t)  
t

t (t-220 10 )

t (t-220 10 ) (t-420 10 )

t (t-220 10 ) (t-420 10 ) (t-620 10 )

t (t-2

c
c

c

c

c

c

c

20 10 ) (t-420 10 ) (t-620 10 ) (t-830 10

- th(t)=600

)

t (t-220 10 ) (t-420 10 )

0 e δ

δ

−

− −

− − −

− − − −

− −

=
⋅

⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅

⋅⋅

+

+

+

+

+

⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅+ ⋅ 6 6 6(t-620 10 ) (t-830 10 ) (t-1030 10 )− − −⋅ ⋅ ⋅

       (2.13) 

 
Durch Ausmultiplizieren von δ(t) erhält3 man  
 

3 6 2 6 2 6
3

4 6

0

1

2 6
2

3 4 2 8
3

4 3

3 4 7

0

1

2 8 2 1

3
4 4

3

4

2

1

( )

( 220 )

( 6, 4

( 420 10 220 10 9, 24 10 )

3(

10 9, 24 10 )

( 1, 2

620 10 6, 4 10 3,9

6

68 10 9, 24 10 5, 7288 )

1

1

0 ,

0

4

c t t t

t
c

c t

c t t

c t t t

z

z

z

z

c t

t

c t t t t t t

tz

δ

− − −

−

−

−

−

−

−

−

−

−

=

+

+ ⋅

+ ⋅ −

+ ⋅ − ⋅ + ⋅

⇒ ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅

⇒ ⋅ −

+ ⋅

⋅ − ⋅ + ⋅

− ⋅

+ ⋅

+

⋅ −

5 6 4 3 4 6 3 7 3 10 2
5

11

7 2 7

5 3 4 6 3 10 2 14
5

2 14

5

6

( 830 10 1, 26 10 1, 0458 10 4,892 10 4, 06036 10

5, 7288 10

892 10 5, 7288 10

4, 7549

)

( 2, 09 10 1,535 10 4, 63324 10 4, 754904 10 )

04 10 )

t t

c t

c t

t t t t

t t t t t

t t

c

z

− −

− −

− − − −

− −

− −

−

⋅ − ⋅

+ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅

⇒ ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅

− ⋅

⋅

+ ⋅

⇒

+

⋅ 6 6 5 3 5 6 4 6 4 9 3

10 3 13 2 4 2

6 3 5 6 4 9 3
6

17

6

( 1030 10 2, 09 10 2,1527 10 1,535 10 1,58105 10

4, 63324 10 4, 7722372 10 4, 754904 10 4,8975

( 3,12 10 3, 6877 1

5112 10

0 2, 04

)

4374 10 5, 2477276c t t t t

t t t t t t

z

t t t t

− − − − −

− − −

− − −

−

− ⋅ − ⋅ + ⋅

+ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅

− ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅

⋅
17

13 2

10

10

4,89755112 )

t

t−

−

⋅−

 .        (2.14) 

 
Substituiert man nun Leitkoeffizienten c0, c1,c2, c3, c4, c5 und c6 durch die mit dem Dreiecksschema 
gefundenen Zahlenwerte, so ergibt sich das gesamte Polynom δ(t). 

                                                 
3 Die links in Gleichung (2.14) aufgelisteten z0,…, z6 kennzeichnen zur besseren Übersicht die einzelnen Zeilen des 
Terms. Die blauen Zeilen " (.......)⇒ " sind Nebenrechnungen, also nicht dem Term zugehörig. 
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.

2 6

3 4 2 8

6

1

0

4 3 3 7 2 11

1

2

3

4

5

0

12

16

20 5

( )

( 220 )

( 6,4 10

7000

-13,6472727 10

+1,399350650 10

+9,986279839 10

-

9,24 10 )

( 1,26 106,073435006 10

+1,22350055

4,892 10 5,7288 10 )

( 2,01 9 12 0

z

z

z

z

t

t

t t

t t t

t t tz

z

t

t

δ

−

− −

− − −

=

⋅

⋅ −

⋅ − ⋅ + ⋅

⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅

⋅ −

⋅

⋅

⋅

⋅ ⋅

⋅

7

3 4 6 3 10 2

14

23 6 3 5 6 4 3

16

9

3 2

0 1,535 10 4,63324 10
4,754904 10 )

( 3,12 10 3,6877 10 2,044374 1-1,90 0
5,2477276 10 4,8

0137861
9755112 10

0
)

1

t t t
t

t t t t
t t

z
−

− − −

−

− − −

−

+ ⋅ − ⋅

+ ⋅

⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅

+ ⋅ −

⋅

⋅

                          (2.15) 

 
 
 

Die Variablen [blauen Werte in (2.15)] können nun ausmultipliziert und der Term zusammengefasst 
werden:      

6

10 2 6

12 3 9 2 3

1

0

1

2

3

4

5

6 4 13 3 10 2 6

7000

13,6472727 10

1,399350650 10 3,07857143 10

9,986279839 10 6,391219097 10 922,7322571 10

6,073435006 10 7,652528108 10 2,971124405 10 3, 479349446 10

1, 27

t

t t

t

z

z

z

z

z

t t

t t t t

z

− ⋅

+ ⋅ − ⋅

+ ⋅ − ⋅ + ⋅

− ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅

+ 20 5 17 4 14 3 10 2

6

23 6 20 5 17 4 14 3

106 2

2461188 10 2,6594438883 10 1,953227924 10 5,895618075 10
6,050430799 10

1,900137861 10 5,928430126 10 7,00713839 10 3,884592439 10
9,971405897 10 9,306022309 10

t t t t
t

t t t t
z

t

⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

+ ⋅

− ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅

+ ⋅ − ⋅ 6 t

  (2.16) 

Durch Addition der gleichartigen Potenzen erhält man die "zusammengefasste Polynomfunktion"  

 

23 6 20 5 18 4

14 3 11 2 6

( ) 1,900137861 10 7,200891314 10 1,027392577 10
6,702935972 10 1,807791964 10 3,032690681 10 7000

t t t t
t t t

δ = − ⋅ + ⋅ − ⋅

+ ⋅ − ⋅ + ⋅ +
                       (2.17)   

 
 
 

Die Funktion lässt sich nun in einem Diagramm (Abb. 9) darstellen. 
 
 

Abb. 9: Graph der Zeit-
Dämpfungsfunktion δ(t) 
Das rote Intervall 
[0,220µs] kann durch 
den fiktiven Punkt E0 
nur vermutet, jedoch 
nicht exakt berechnet 
werden.  

Der starke Abfall ab E6 
ist auf Mängel des New-
toninterpolationsverfah-
ren zurückzuführen und 
nach den physikalischen 
Gesetzmäßigkeiten un-
realistisch.  

 

Zeit-Dämpfungsdiagramm 

0
500

1000
1500
2000
2500
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3500
4000
4500
5000
5500
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6500
7000

0 0,0002 0,0004 0,0006 0,0008 0,001 0,0012 0,0014
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E1

E6δ(t)
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3.2.2 Interpolationsfunktion der Kreisfrequenz ω 

3.2.2.1 Kreisfrequenzen zu den Zeitpunkten der Extrema 
Durch Umformen der Gleichung 
 tϕ ω=  (2.18) 
nach ω  ist es möglich, zu einem fest definiertem Phasenzeitpunkt ϕ  die zeitabhängige Kreisfre-
quenz zu bestimmen. Den einzelnen Extrema aus dem gemessenen Spannungsoszillogramm kann 
man nun folgende Phasenzeitpunkte ϕ  zuordnen und die Kreisfrequenz ω(Ei) berechnen: 

  
 

                                                                                    Extrema 
 
 
 

                                                  Zeit (x-Werte) 
  
 

                  Phasenzeitpunkt φ 
 
 
 

   Kreisfrequenz ω(Ei) 
        E0    0 s             0          10500 (Schätzwert)

        E1 (negativ)   62 2 0 1 0 s−⋅           0,5π          14279,96661 
        E2   64 2 0 1 0 s−⋅           1,0π          14279,96661 
        E3 (negativ)   66 2 0 1 0 s−⋅           1,5π          15201,25478 
         E4   68 3 0 1 0 s−⋅           2,0π          15140,20556 
        E5 (negativ) 61 0 3 0 1 0 s−⋅           2,5π          15250,44977 

Tabelle 3: Zeitpunkte der Extrema in Sekunden, Vielfachen von π (φ) und Kreisfrequenz zu diesen Zeitpunkten 
 

3.2.2.2 Ausführung des "Dreieck-Schemas" zum Erhalten der Leitkoeffizienten 
Analog zu 3.2.1.2  kann man nun mit dem Newton-Verfahren eine Interpolationsfunktion finden, die 
durch die Punkte ( 0; ( 0))E Eω ,…, ( 5; ( 5))E Eω geht. Aus praktischen Gründen 4 soll hier jedoch nur 
bis zum Extrema E5 interpoliert werden. Die Leitkoeffizienten des Interpolationspolynoms lassen 
sich nach 3.2.1.2.1 auch hier über das Dreiecksschema berechnen:                                              
                                                                                                                                                        (2.19)                  

6

1

0,0

1,1 0,0
0,1

1 0

1,2 0,1
1,1 0,2

2 0

2,2 1,1 1,3 0,26
1,2 0

0

13

0

,3
2 1 3 0

2,2

6
1

6
2

10500

17,18166641 10

3,2814279,96661

3,39999205

0

220 1351038 10

4,408008428 10

10

420 10

10

1

x

x x

x x

x x x x

x

x

γ
γ γ

γ

γ γ
γ γ

γ γ γ γ
γ γ

γ

−

−

=

−
= =

−
−

= = =
−

− −
= = ⋅

=

= ⋅

= =
− −

= ⋅

⋅

⋅

⋅

=

−

2,3 1,2 1,4 0,39
1,3 0,4

3 1 4 0

3,3 2,2 2,4 1,3 1,5 0,46 12
2,3 1,4 0,5

3 2

16

1

4 1 5

6
3

0

9

4,9489634959,96502 5,483858125 10

1,206448

620 10

363 10

5,565808 10 3,003688364 1 8198 100

x x x x

x x x x x

x

x

γ γ γ γ
γ γ

γ γ γ γ γ γ
γ γ γ

γ−

− −
= =− ⋅ = =

− −
− − −

= = ⋅ = = ⋅ = =
−

⋅

⋅

−

=

⋅

−

−

3,4 2,3 2,5 1,49 15
3,3 2,4 1,5

4 2 5 1

4,4 3,3 3,5 2,43 12
3,4 2,5

4 3 2 0

4,5 3,4
4,4 3,5

6
4

15201,25478 3,651608223 10 7,838190814 10

290,710571

830 10

4 10 9,352622923 10

15140,20556

x x x x

x x x x

x

γ γ γ γ
γ γ

γ γ γ γ
γ γ

γ γ
γ γ−

− −
= = =− ⋅ = = ⋅

− −
− −

= = − ⋅ = = ⋅
− −

−
= == ⋅

6

9

5 3

5,5 4,

5

4 3
4,5

5 4

5,5

2,05349176 10

5

103

51,22105 10

15250,440 9770 1

x x

x x

x

γ γ
γ

γ−

= ⋅
−

−

=⋅

−

=

= = ⋅

 
                                                 

4 Bei verschiedenen Interpolationsfunktionen, die mit dem Programm Excel in Diagrammen dargestellt wurden, zeigte 
sich besonders bei vielen Datenpunkten eine starke Schwingung zwischen den letzen beiden Datenpunkten. Dieses Ver-
halten wird in der numerischen Mathematik als Runges Phänomen bezeichnet. Aus diesem Grund wurde bei der "Kreis-
frequenzinterpolation" auf den Datenpunkt (E6; ω(E6)) verzichtet.  
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3.2.2.3 Ausmultiplikation und Zusammenfassung der Zeit-Kreisfrequenzfunktion ω(t) 

 

Analog Gl. (2.13) lässt sich die Funktion ω(t) formulieren und die Leitkoeffizienten [Gl. (2.19)]  
einsetzen: 

 
 
 
 
 

 

0

1

2
2

13 3 10 2 6

16 4 13 3 10 2 6

3

4

5

=10500

+17181666,41 t

-32813510380 t +7218972,284 t

+4,408008428 10 t -2,821125394 10 t +4,072999787 10 t

-4,948963363 10 t +6,23569387 10 t -2,421032877 10 t +2,835162131 10 t

+5,5

z

z

z

z

z

z

⋅

⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
19 5 17 4 13 3 10 2

6

65808198 10 t -1,163253913 10 t +8,543515584 10 t -2,578772518 10 t
+2,646488366 10 t

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅

(2.20) 

 
Durch Ausmultiplizieren des Terms erhält man die "zusammengefasste Funktion" der Kreisfrequenz: 

 
 
 
 
 
 

 
19 5 17 4 14 3

11 2 6

( ) 5,565808198 10 1,658150249 10 1,918721788 10
-1,110228183 10 + 33,95528898 10 + 10500

t t t t
t t

ω = ⋅ − ⋅ + ⋅

⋅ ⋅
                  (2.21) 

 
Die Erhaltene Funktion ( )tω lässt sich nun in einem Zeit-Kreisfrequenzdiagramm im gültigen Inter-
vall 60 ;1030 10s s−⎡ ⎤⋅⎣ ⎦  darstellen. Wie man erkennen kann geht die interpolierte Funktion genau 
durch die Punkte der Extrema E0, E1, E2, E3, E4, E5: 
 

Zeit-Kreisfrequenzdiagramm 
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 Abb. 10: Zeit-Kreisfrequenzdiagramm: Das rote Intervall [0,220µs] kann durch den fiktiven Punkt E0 nur ver-
mutet, jedoch nicht exakt berechnet werden.  Der starke Anstieg ab E5 steht im Widerspruch zur physikalischen 
Theorie, nach der eine asymptotische Annäherung an eine max. Kreisfrequenz  zu erwarten wäre. Aus diesem 
Grund soll die Funktion nur im Intervall [0; 1030 µs] gelten. 
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3.2.3 Interpolationsfunktion und Diagramm des Spannungsverlaufs 
Die in 3.2.1 und 3.2.2 errechneten Funktionen der Dämpfung [Gl.(2.17)] und Kreisfrequenz 
[Gl.(2.21)] lassen sich nun in Gleichung (1.19) einsetzen. Man erhält somit die gesuchte Interpolati-
onsfunktion des Spannungsverlaufs U(t): 
 

0

0

23 6 20 5 18 4

14 3 11 2 6

1

)

( )

9

(

5

( ) cos

( )

1,900137861 10 7,200891314 10 1,02739257718 10
6,702935972 10 1,807791964 10 3,032690681 10 7000

5,565808198

( )

( )

(

1

)

0

tt

t t

U t U te

h t U e
mit

t t t
t t t

t

t

t

t

δ

δ

δ

ω

ω

− ⋅

−

= ⋅ ⋅

= ⋅

= − ⋅ + ⋅ − ⋅

+ ⋅ − ⋅ + ⋅ +

= ⋅ − 17 4 14 3

11 2 6

1,658150249 10 1,918721788 10
-1,110228183 10 + 33,95528898 10 + 10500

t t
t t

⋅ + ⋅

⋅ ⋅

                             (2.22) 

 

 

23 6 20 5 18 4 14 3 11 2 6( 1,90013786110 7,200891314 10 1,0273925771810 6,702935972 10 1,807791964 10 3,03269068110 7000)

19 5 17 4 14 3

( ) 6000
cos(5,565808198 10 1,658150249 10 1,918721788 10

-1,11

t t t t t t tU t e
t t t

− − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ += ⋅

⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅
11 2 60228183 10 + 33,95528898 10 + 10500) tt t⋅ ⋅ ⋅

 (2.23) 

 
Die erhaltene Funktion U(t) lässt sich nun in einem Zeit-Spannungsdiagramm (Abb. 11) darstellen 
und mit dem ursprünglichen Spannungsoszillogramm (Abb. 12) vergleichen: 
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Abb. 11: Graph der interpolierten Funktion des gemessenen Spannungsoszillogramms 
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Abb. 12: gemessenes Spannungsoszillogramm 

 
 

3.3 Berechnung des Stromverlaufs 
Aus der in 3.2 erhaltenen Funktion U(t) [Gl.(2.23)] lässt sich nun leicht der Stromverlauf I(t) be-
rechnen. Durch Differenzieren von Gl.(1.19) erhält man 

 ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

0

( )

( ) ( )

( )
0

( ) c

( )

(

( )

( ) ( ) (
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cos sin

cos

)

( s ) )) ) (in (

Anfangsspannung

tt

t

tt t t

t
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t t t

t

dU t U t
dt

d dU t t t
dt dt
d dU t t t
dt

e

e t e

e
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t
t tt

d
t

δ

δ δ

δ

ω

ω ω

ω ωδ ω

δ ω

− ⋅

− ⋅ − ⋅

− ⋅

⎡ ⎤
′ ⎢ ⎥= ⋅ =

⎢ ⎥⎣
⋅

−

⎦
⎡ ⎤= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ =⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⋅ ⋅ − ⋅⋅ ⎢⎣
− ⎥⎦

,                                  (2.24) 

wobei δ(t) nach Gl. (2.17) und ω(t) nach Gl.(2.21) zu Subsituieren sind. 
Für die Spannung an einem Kondensator gilt nach Gl. (1.2): 

 1dU dQ
dt dt C

= ⋅ . (2.25) 

 

                    Mit    dQI
dt

=     erhält man 1dU I
dt C

= ⋅ . (2.26) 

 
Durch Umformen ergibt sich              ( ) ( )I t C U t′= ⋅ , (2.27) 
wobei ( )U t′  aus Funktion (2.23) berechnet werden kann. Die Kapazität der Kondensatorbank  
(vgl. Abb. 5) beträgt 150µF. 
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23 6 20 5 18 4 14 3 11 2 6
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Die erhaltene Funktion ( )I t  lässt sich nun graphisch darstellen. 
                            
      
Folgendes Diagramm zeigt die Funktionen des  Spannungsverlaufs ( )U t  und Stromverlaufs ( )I t  
während der Pulsentladung des Versuchsaufbaus (vgl. Abb. 5): 
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Abb. 13: Interpolationsfunktion der Spannung U(t), Stromstärkefunktion I(t)  
 



 18

4. Diskussion 
Durch die in der Arbeit beschriebenen Berechnungen konnte die Messung eines nichtlinearen physi-
kalischen Vorgangs durch Newton-Interpolationsverfahren als Funktion angenähert werden. Aus der 
gefundenen Funktion des Spannungsverlaufs war es somit nun möglich, die Funktion der beim Ver-
such nicht messbaren Stromstärke herzuleiten. Aus dieser Funktion können nun physikalisch rele-
vante Daten wie Lebenserwartung der Kondensatoren5 [8] etc. berechnet werden.  
Trotzdem ist die interpolierte Funktion lediglich eine Annäherung, bei der insbesondere die 
Steigungen nicht zwangsläufig exakt sind. Hieraus können sich speziell bei der Stromstärkefunkti-
on [Gl. (2.28)] Fehler ergeben, da diese nach ( ) ( )I t C U t′= ⋅  und  direkt von ( )U t′  abhängig ist.  
Außerdem sollte man beachten, dass die Phasenverschiebung bei der Spannungs- bzw. Stromfunkti-
on nicht berücksichtigt wurde.  
Dennoch können die hergeleiteten Funktionen als angenäherte Beschreibungen der elektrodynami-
schen Vorgänge der in 3.1 beschrieben Kondensatorpulsentladungen dienen und so wertvolle Infor-
mationen für den Versuchsaufbau (Abb. 5) liefern. 
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